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Abstrakt

Prace se zabyva rizenim kvadroptéry s jednim stupném volnosti se zavéSenym bifemenem, jehoZ cilem je eliminovat
kmitani bfemene pii pohybu kvadroptéry. Omezeni stupiii volnosti je zajisténo pfipevnénim kvadroptéry k voziku
pohybujicimu se po linedrnim vedeni. Je odvozen matematicky model systému, ktery je nasledné preveden na model
ve stavové formulaci. Linearizovany model ve stavové formulaci je pouZit pro analyzu dynamickych vlastnosti a navrh
regulatoru pro fizeni néklonu kvadroptéry. Pro kompenzaci kmitii bfemene je vyuzito tvarovace signilu. Pro simulaci
a vizualizaci systému je vyuZzito programového prostredi Matlab/Simulink.
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1. Uvod

Télo koptéry tvoii rameno
s dvéma motory a dvé hori-
ly/' zontalni osy. Prvni osou je kop-
‘ téra pripojena k voziku, ktery je
/' * umistén na ramové komstrukci
tvorici linedrni vedeni. Timto
zpusobem je pohyb koptéry
Obr. 1. Omezeni omezen pouze do jednoho sméru
pohybu koptéry  (viz Obr. 1). Druh4 osa spojuje
télo koptéry a zavés, na jehoz
konci je zavazi.

Rozdil sil vyvozenych motory uréuje smér a rychlost
pohybu koptéry. Vlivem zmén pohybového stavu kop-
téry dochazi k rozkmitani zavésu se zavazim, tento
jev vSak neni zadouci. Navrzené fizeni s tvarovanim

vstupniho signalu toto kmitani kompenzuje.

2. Mechanicky model

V prvni fazi tvorby matematicko—fyzikalniho modelu
systému je tfeba vzit v iivahu realnou konstrukei (viz
CAD model na Obr. 2) a postupnym zjednodusenim
vytvorit mechanicky model. Mezi zjednodusSeni patii

Obr. 2. CAD model koptéry

*Kontakt na autora: Vendula.Hovorkova@fs.cvut.cz

uvazovani hlavnich ¢asti jako idealné tuha télesa. Dale
je zanedbana hmotnost zavésu nesouci zavazi.

Mechanicky model pfedstavuje schéma na Obr. 3.
Télesa jsou zakreslena zjednoduSenym zpusobem.
Jsou vytyceny dilezité body: stfedy hmotnosti jed-
notlivych téles, body spojeni téles a piisobisté sil mo-
tord na koncich ramene. Rozméry jednotlivych dseki
jsou definovany jako parametry.

X2

Obr. 3. Mechanicky model koptéry s rozméry

Déle jsou na schématu vyznaCeny soufadnice téles
vzhledem k soufadnicovému systému ramu:

xo poloha stfedu voziku vzhledem k pocatku
ramu

¢ dhlova vychylka ramene s motory vzhledem
k horizontélni ose

B uhlova vychylka zavésu zavazi vzhledem k ver-
tikalni ose

Téelesa byla ocislovana v pofadi 2 — vozik, 3 — télo
koptéry a 4 — zavazi (1 odpovida ramu). Parametry
modelu byly pfedbézné nastaveny dle Tab. 1.
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Tabulka 1. Parametry modelu

hmotnosti (kg) vzdalenosti (mm )

mo 0.732 a 51 l2 134
ms3 0.431 b —26 l3 165
ma 2 C 25 l4 400

sou¢initele tfeni (—)  momenty setrvaénosti (kgm®)

Cy 0.00001 1> 0.0032
Cao 0.3 I3 0.0027
cs 0.00001 Iy 0.0

(b) vozik

(c) tyc s bremenem

Obr. 4. Uvolnéni jednotlivych téles soustavy

e
O,

Obr. 5. Vektorovd smycka

Druhym krokem po ziskani mechanického modelu je
uvolnéni jednotlivych téles (viz Obr. 4). Pro kazdé
téleso je vytvofeno schéma s vyznacenym lokalnim
soufadnicovym systémem a plisobicimi silami — re-
akcemi v misté uvolnénych vazeb, tthovymi silami a
silami motori. Na zakladé schémat jsou sestaveny
Newton-Eulerovy (N-E) pohybové rovnice pro télesa
v lokalnich soufadnicovych systémech.

Pro transformaci souradnic do globalniho systému
soutfadnic (spojeného s ramem) je pouZita vektorova
metoda. Soustavé je pfifazena jedna smycka spojujici
pocatek globalniho soutradnicového systému a po-
¢atky téch lokalnich (viz Obr. 5).

Vektory lze vyjadrit pomoci rozmérovych para-
metria a soufadnic zs, ¢ a (. Pomoci vektora je
pak vyjadiena poloha téles vztazena k rdmu. Prvni a
druhou derivaci jsou ziskany téz rychlosti a zrychleni
jednotlivych téles vzhledem k ramu. Tyto polohy,
rychlosti a zrychleni jsou poté dosazeny do N-E rov-
nic a vylou¢enim reakef jsou ziskédny vlastni pohybové
rovnice. Po pfevedeni do maticového tvaru je ziskan
nelinedrni dynamicky model v nasledujici podobé:

Mt)&(t) + C(t)z(t) + K(t)x(t)+ 1)
+Q(t) = L(t)u(t)

¥
kde T = l:cg
B

Nelinearni model (1) je pouZit pro sestaveni simulag-
niho modelu a je pomoci ného odvozen také model
ve stavové formulaci. Pro nékteré pozdéjsi vypocty
je pak pouzit linearizovany dynamicky model (2). Li-
nearizace byla provedena pro nulové pocateéni pod-
minky.

M :l:(t) + Clin iL‘(t) + Kiin (B(t) = (2)

= Llin u(t)
kde
_13+b2m3+(cfb)2m4 —bmg+(c — bymy la(c—b)my
Myim = —bms+(c—b)ma ma+mz+my lama
la(c—b)my lygmy Iy+mals®
[—bgms + (c=b)gms O 0
Kiin = 0 0 0
L 0 0 lagma
[c, O O =l I3
Clin = 0 Cx 0 Llin = 0 0
[0 0 ¢ 0 0

3. Stavova formulace modelu
3.1. Nelinearni model ve stavové formulaci

Stavové veli¢iny plné popisujici systém byly zvoleny
nésledujicim zpusobem:

=9 Z4 = Z3 = T2
z=zZ1=¢ z=p
Z3 = T2 z6 =25 =p3
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u(t)

JG&®,u®)

Obr. 6. Struktura stavového modelu

Jejich dosazenim do nelinedrnfho dynamického mo-
delu (1) a postupnym vyjadfenim (za pomoci Matlab
skriptu) je ziskdna stavova vektorova rovnice (3). Vy-
jadfuje vztah mezi stavem systému a vstupy. Jeji gra-
fickd podoba je znazornéna na Obr. 6 [1].

2(t) = f(z(1), u(?)) (3)

kde

z(t) = [z1(t) 26(t)]T  je vektor stavovych
veli¢in

u(t) =[F(t) Fa(t)]" je vektor vstupt

3.2. Linearni model ve stavové formulaci

Linearni aproximace vektorové funkce f je provedena
pouzitim Jacobiho matice. Ta obsahuje parcialni de-
rivace jednotlivych slozek funkce f nejprve podle
stavovych veli¢in 21, z2, ..., 2¢ a poté podle vstupi
Fy a Fy — viz (4).

9f1 9f1 9f1 9f1 9f1
dz1 Ozg e Ozg OF, OF
gfz gfz gfz gfz gfz
z1 z2 z6 F 13
Jpz = Jpu=| . GO
9fe  Ofe 9fe. 9fe  Ofe
dz1 Ozo e dzg OF, OF>

Pracovni bod P byl zvolen pro nulové hodnoty pro
kazdou stavovou proménnou i velikost obou sil. Li-
nearni dynamicky model ve stavové formulaci mé
podobu stavové vektorové rovnice (5) a vystupni rov-
nice (6).

#(t) = Az(t) + Bul(t) (5)
kde AZJ_fz ‘p a BZqu |p
y(t) = Cz(t) + Du(t) (6)

Ciselns vypadaji matice nasledovné:

r 0 1.0000 0 0 0 0
—385.1557 —0.0035 0 1.0025 281.4657 0.0004
A 0 0 0 1.0000 0 0
3.7111  0.0000 0 —0.2676 14.1581 0.0000
0 00 0 0 1.0000
39.8295 0.0004 0 0.5412 —95.8072 —0.0001

r 0 0
—57.2245 57.2245 C=[100000]

0 0

B=1 o0s514 —05514

0 0 D=[00]
5.9177 —5.9177

4. Analyza dynamickych vilastnosti

0.0000 + 0.0000;
—0.0029 + 20.48815
| —0.0029 — 20.4881; )
"= 1-0.0853+ 7.8216j
—0.0853 — 7.82167
—0.0949 + 0.00007

Vektor r obsahuje vlastni ¢isla matice A. Jejich vy-
kreslenim v komplexni roviné je ziskan Obr. 7. Systém
je kmitavy a nachazi se na mezi stability.

Im
Q20
410
(@]
Re
@ L L L L o )
0.08 -0.06 -0.04 -0.02
® 4-10
@1-20

Obr. 7. Viastni &isla » matice A v komplexni roviné

5. Navrh regulatoru
5.1. 2DOF PID regulator

Uhel naklonu ramene s motory — pitch thel ¢ — je
uréen rozdilem velikosti taznych sil motora — AF.
Pro fizeni tohoto rozdilu je navrzen PID regulé-
tor s dvéma stupni volnosti (2DOF PID). Obecnou
rovnici pro vystup 2DOF PID regulatoru predsta-
vuje (8).

u(t) =19 (Ew(t) —y(t))+

t . B 8
et [ ote) = (et rp HEO0)

kde koeficienty b, ¢ € [0, 1], u(t), w(t), y(t) jsou v po-

,,,,,

parametry regulatoru [2]. -

Volbou nulovych parametri b a ¢ a nahrazenim
obecnych veli¢in veli¢éinami vztahujicimi se k Fizeni
pitch dhlu je ziskana rovnice (9). Implementaci regu-
latoru v prostfedi Simulink pak znézorfiuje Obr. 8.

AF(t) = —ro p(t)+

+r [ (on(7) — (7)) dr — 1 (1)

(9)

Obr. 8. PID reguldtor s dvéma stupni volnosti
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5.2. SISO model

Linearni model popsany v (5) a (6), ktery ma dva
vstupy F1 a Fy, je tfeba upravit na model typu SISO
(single input single output), tedy model s jedinym
vstupem, kterym je zvolen rozdil velikosti sil mo-
tori AF.

Clen stavové vektorové rovnice (5) lze upravit:

B’U,(t) [bl bz] |:§;:| = b1F1 + b2F2 =

1 1
= bi(Fy — SAF) + ba(Fy + 5AF) =

1 1
= (=5b1+ 5b2)AF + (by + b2)Fy = by =—bs| =

= by AF
(10)

Zavedenim substituce b = by dostava stavova vekto-
rova rovnice tvar:

5(t) = Az(t) + BAF (11)

Za predpokladu kladné vychylky ¢ pfi kladném AF
jsou pak tazné sily motoru:

1
Fy = Fy— 5AF (12)

1
Fy=Fy+ ;AF (13)

kde Fy je pocatecni parametr sily vyvijené motorem.

Névrh parametra reguldtoru je proveden na za-
kladé linerarniho SISO modelu ve stavové formu-
laci (11) pomoci nastroje Matlab Sisotool — Root Lo-
cus Editor. Naladéné parametry jsou: ro = 155.1596,
ry = 2802.8, rp = 2.0936.

Kompletni Simulink model fizeného modelu zob-
razuje Obr. 9. Jak dobre thel ¢ sleduje zadanou ve-
li¢inu ¢, je mozno vidét na Obr. 10.

0.15

Obr. 10. éasovy’ pribéh whlovych vychylek ¢
(vzhledem k @, ) a B — Fizeny model bez tvarovace

6. Rozsireny stavovy popis

Pted aplikaci algoritmu tvarovani signalu je tieba
upravit model ve stavové formulaci tak, aby zahrno-
val cely systém véetné nové navrzeného regulatoru.
To znamena do modelu (11) dosadit pfedpis pro vy-
stupni veli¢inu regulatoru (9).

Nejprve je zavedena substituce:

t
1= [ o= lar (14)
Rovnice (9) tedy piejde do tvaru:
AF =71l — 190 —Tpp (15)
Rozsifeny stavovy vektor je poté zaveden:
z=[xn 26 I}T (16)

Nésledné pouzitim obdobného postupu jako v od-
stavci 3.2. je ziskdna rovnice (17) — linearni dyna-
micky model ve stavové formluaci pro Fizeny systém.

z=Az+byp, (17)
Vlastni ¢isla nové vzniklé matice A — poly systému —
jsou obsazena ve vektoru 7 (grafické znazornéni je na

Obr. 11):

0.0000 4 0.0000;
—48.6064 + 68.7977;
—48.6064 — 68.79775
—22.6179+ 0.0000
—0.0765 4+ 8.1631j
—0.0765— 8.1631j
—0.0949+ 0.0000;

r =

(18)

» ¢ AF

par —w| parametry
» u

» @ X
r 2DOFPID 7 1

O2 LI‘ B3

‘ e

fen

@ =

o |—
A 4
I

Nelinearni model

Obr. 9. Simulink model s Tizenim pitch dhlu pomoci 2DOF PID reguldtoru
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Obr. 11. Viastni éisla ¥ matice A v komplexni roviné
Systém je kmitavy a na mezi stability. Kmitavy mod
zévazi na zavésu je urcen dvojici polu:

7= —0.07654+8.1631j = -3 £ jQ =

= —(w =+ jwy/1— (2

kde ¢ je tlumeni a w vlastni frekvence kmitani [3].

Perioda kmitani 7' = 25—? = 0.77 s odpovida pru-

béhu kmitani ahlu 8 v grafu na Obr. 10.

(19)

7. Tvarovani vstupniho signalu

7.1. DeZV tvarovacé

?r 1 S(s) > -
> ¢ AF —»E
> P
2DOFPID

Obr. 12. DeZV tvarovad jako filtr ¥idict velidiny

D.ZV tvarova¢ (Zero vibrations shaper with distribu-
ted delays) neboli tvarova¢ nulovych vibraci s distri-
buovanym zpozdénim je pokroéilejsi forma tvarovace
signalu s pfenosovou funkef [3]:

1—e T
S(s)=A+(1- A)Teﬂw (20)

kde T je hodnota pro distribuované zpozdéni a 7 hod-
nota pro soustiedéné zpozdéni. Pro jednotlivé para-
metry tvarovace plati rovnice (21) — (25).

Te (o, %> (21)

r=1 g ? (22)

. meg(;r-i-v) (23)
1 + mea(mt®)

m = ‘ ! ;;T (24)

1—esT
5 — --° 25
¢ =arg ( Ta ) (25)

Vypoctené hodnoty jsou uvedeny v Tabulce 2.

Tabulka 2. Parametry D.ZV tvarovace

T |0.3849 s
T | 0.1913
A | 0.3960

V grafu na Obr. 13 lze pozorovat, jak doslo k eliminaci
kmitani zévazi.

=3
T
ERIE

@, ¢ref, Blrad]

Obr. 13. C’asovgj pribéh dhlovgch vychylek ¢
(vzhledem k ¢, ) a B — DeZV tvarovad

7.2. Inverzni tvarovac

?r » O

®» AF —»{ (
9
2DOFPID

A

A

1
S(s)

1
S(s)

Obr. 14. Inverzni tvarovad ve zpétné vazbé

Inverzni tvarova¢ se umistuje do zpétné vazby re-
gula¢niho obvodu. Pro vypocet jeho parametru je
nejprve tfeba urcitym postupem izolovat kmitavy
mod, ktery mé tvarovaé za cil eliminovat. Vychozim
je linedrni dynamicky model (2). Za pfedpokladu,
Ze matice Mj;, je regularni, lze model upravit na
tvar [3]:

& =E#+ Fz + Bu (26)
kde

lin

1. _
E= {1?3111 E. ] = ~M,;,Clin

_ | S Fuel _ -
P R = M
B=[b B.]= M;;,Liin
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Ve [4] je formulovan Teorém 1, dle kterého je cileny
kmitavy mod dan vybérem z vlastnich ¢isel matice:

O I
F &
kde O a I jsou nulové a jednotkova matice 222 a:
1 1
g - E** - *B*El* F = F** - *B*Fl*
bl bl
Po téchto vypoctech za pomoci Matlab skriptu jsou

ziskdna vlastni ¢isla:

0.0000 + 0.0000;
—0.0816 + 8.1657) .
—0.0816 —8.1657] (27)
~0.0949 + 000007

Izolovany kmitavy moéd kyvadla je charakterizovan
dvojici poli:

=i
Il

—0.0816 £ 8.16575 (28)

=l
Il

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02

o) 1-8
Obr. 15. Viastni ¢isla ¥ v kompleznt roviné

Vypocet parametra tvarovace na zékladé kmitavého
modu je proveden obdobné jako u D.ZV tvarovace
v odstavci 7.1.

Tabulka 3. Parametry inverzniho tvarovace

T 103849 s
7 | 0.1911
A | 0.3964

Vysledky (viz Tab. 3) jsou velmi podobné jako
u DeZV tvarovale (viz Tab. 2), nebot izolovany kmi-
tavy mod (28) je téméf shodny s (19).

Pribéh dhlovych vychylek pfi pouziti inverzniho
tvarovace je shodny jako pii pouziti D.ZV tvarovace
na Obr. 13, nebot zatim neni do systému zanesena
poruchovéa veli¢ina.

8. Zaver

Pro laboratorni tlohu koptéry s jednim stupném
volnosti se zavéSenym zavazim byl vytvoren mate-
maticky model v podobé soustavy nelinearnich di-
ferencialnich rovnic. Upravou na model ve stavové
formulaci a jeho linearizaci v pracovnim bodé byl
ziskédn linearni model, pomoci néhoz byl navrzen re-
gulator pro Fizeni thlu naklonu ramene s motory.
Poté byly implementovany tvarovace signalu (nejprve
D.ZV a nasledné inverzni). Pii pouziti obou byla
filtrovana fidici veli¢ina tak, aby zavazi pripevnéné
na zavésu nekmitalo. Rozdily v aplikaci téchto tvaro-
vacu se projevi pii potla¢ovani neméfitelnych poruch
ptsobicich v regula¢nim obvodu. To bude testovano
bé&hem budouci prace.
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Vysvétlivky

V praci byla pouzita nasledujici konvence:

A ‘ matice ‘ tucné, velké pismeno

x ' vektor ' tuéné, malé pismeno
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