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Abstrakt

Ve své praci se zabyvam numerickym fesenim Navierovych-Stokesovych rovnic pro stacionarni
proudéni v hydrostatickém lozisku pomoci metody kone¢nych prvkd. Nejprve se vénuji 2D tloze
pro rotac¢né symetrické proudéni a poté se zabyvam problematikou feseni 3D tulohy, kde vyuziji
rozklad oblasti na neptekryvajici se podoblasti a predpodminova¢ BDDC.
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1 Uvod

Ve své praci se zabyvam numerickou simulaci stacionadrniho nestlacitelného proudéni uvnitt
hydrostatického loziska v hydrostatickém vedeni pomoci metody kone¢nych prvki. Problematikou
hydrostatického vedeni se zabivaji na Ustavu vyrobnich stroji a zaiizeni fakulty strojni CVUT
v Praze (vice o této problematice viz Holkup a kol. [3]). Tato prace vychazi z mé bakalaiské prace,
v niz jsem se zabyval rotacné symetrickou 2D tlohou a jejiz vysledky zde mimo jiné prezentuji
(vice viz Hanek [4]). Tato tloha odpovida vedeni v klidu a jeji vysledky jsem mél moznost ovérit
experimentem. Dale se zabyvam problematikou feseni 3D tlohy, a tedy i ilohou s pohybem dolnim
stény, kde pro numericky vypocet vyuziji rozklad oblasti a pfedpodminova¢ BDDC (Ballancing
Domain Decomposition by Constraints). Nejprve se v 2. kapitole vénuji slabé formulaci tloh. Ve 3.
kapitole se zabyvam pouzitim metody konec¢nych prvki pro oba typy tloh. Kapitola 4. pak ukazuje
pouziti rozkladu oblasti a zptsob pouziti BDDC pro 3D tlohu a v 5. kapitole pak uvadim numerické
vysledky jednotlivych tloh. Vypocty provadim pro lozisko s rota¢né symetrickou hydrostatickou
kapsou, coz je oblast, ve které proudi tekutina. Na Obrazku 1 je pro ilustraci fotografie realné
kapsy a 3D model jeji oblasti feseni.



Obrazek 1: Hydrostaticka kapsa (vlevo) a model 3D oblasti tekutiny (vpravo)

2 Slaba formulace ulohy

Ve svych vypoctech uvazuji stacionarni nestlacitelné proudéni. To odpovida Navierovym-Stokesovym

rovnicim ve tvaru ( napf. [1])
(u-Viu—vAu+Vp = f vQ, (1)
V-u = 0 vQ, (2)

kde u je neznamy vektor rychlosti, p je neznamy tlak, v je dana kinematicka viskozita tekutiny, £
je znamy vektor objemovych sil a €2 je oblast na které tlohu fesim.

P1i odvozeni slabé formulace rotac¢né symetrické 2D tlohy vyjdu ze slabé formulace 3D tlohy
a proto ji v této kapitole uvadim jako prvni.

2.1 3D tloha

Pii slabé formulaci pfendsobime rovnice (1) a (2) testovacimi funkcemi v € (H*(Q2))* a ¢ € L*(Q2)
a integraci pres oblast () dostavame

/(u-V)u-de—y/Au-de+/Vp-de = /f-vdﬂ, VG(Hl(Q))3,
Q Q Q Q

/ qV-udQ = 0, q € L*(Q),

Q

a aplikaci Greenovi véty ziskdme vyslednou slabou formulaci ve tvaru:



Hieddme w € (H*())? a p € L*(Q), tak aby

/(u-V)u-de—y/(Vu)v~ndF+1//Vu:Vde + (3)
Q r Q
—|—/pv~ndF—/pV-de = /f-de, Vv € (Hl(Q))g7 (4)
r Q Q
/ gV -udQ = 0, Vg € L*(Q). (5)
Q

2.2 Rotac¢né symetricka tloha

Slabou formulaci pro rota¢né symetrickou 2D tlohu jsem odvodil ze slabé formulace 3D tlohy.
To provedu rozepsanim slabé formulace 3D tlohy do jednotlivych slozek a nasledné transformaci do
valcovych soufadnic. Celé toto odvozeni a i druhy zptisob ziskani slabé formulace z N-S rovnic pro
rota¢né symetrické proudéni (viz Sistek [5]) s naslednym vyuzitim vahovych prostort je uvedeno v
mé bakalaiské praci (viz Hanek [4]). Vysledna slaba formulace pro rota¢né symetrickou 2D tlohu
je tedy:

Hleddme u,,u, € H(Q) a p € L2(Q), tak aby

Oug Oug Oug Ovg Ou, Ov,
/Q (urarvar + uaawvar) dQ + I//Q < 5 or r+ 0 D 7‘) dQ—
Oug, Ou, v, 1
—v ——VaNyT + —VgNr | Al — [ p rdQ + | pvgn,rdl = [ f,v,7dQ, Y, € H,. (Q), (6)
T 87" aw O aw r Q

ou, ou, ou, Ov, ou, 0v, Uy ou, ou,
/Q <urarvrr + uaawvrr> dQ + V/Q < o or r—+ 90 Jw r—+ Tv,«> dQ — V/F (wvrnrr + &Uvrnwr> dr

—/ <pvr —|—pavrr> dQ —|—/pvrnrrd11 = / SfroprdQ, Yo, € HX(Q), (7)
Q or r Q

ou ou
— —_— r — dQ = LA(Q).
[ (Grar+ wa+ Giear) an o vge XO). (9

3 Metoda konecnych prvka

Pii feseni Navierovych-Stokesovych rovnic je dilezité vhodné zvoleni funkénich prostort pro
rychlost a tlak. Metoda konec¢nych prvkt vyuziva k aproximaci polynomy rtizného stupné. Pro
feSeni Navierovych-Stokesovych rovnic aproximujeme na kazdém prvku rychlost polynomem 2.
stupné a tlak polynomem 1. stupné.

Nasledujici vlastnosti pozadovaného feseni jsou spojeny se slabou formulaci Navierovych-Stokesovych
rovnic:

e kazda slozka rychlosti je funkce integrovatelna s kvadratem podle x a ma minimélné prvni
zobecnénou derivaci podle libovolné soufadnice integrovatelnou s kvadratem (prostor H(2))

e tlak je funkce integrovatelna s kvadratem podle x (prostor L?(£2))



Existuje nékolik typi konecnych prvki, jejichz pomoci lze fesit Navierovy-Stokesovy rovnice.
Ve svém vypoctu pouzivam Taylorovy-Hoodovy ¢tyftuhelnikové konecné prvky. Tyto prvky jsou pro
2D tlohu obecné ¢tyruhelniky kde aproximuji tlak v jeho vrcholech a rychlost ve vrcholech, stfedech
stran a uprosted prvku (viz Obrazek 2). Pro 3D tlohu to jsou Sestistény, kde opét aproximuji tlak
v jeho vrcholech a rychlost navic jesté ve stifedu kazdé hrany.
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Obrazek 2: Tylorav-Hooduv referen¢ni prvek ve 2D

3.1 Sestaveni systému algebraickych rovnic

Pri sestavovani sytému algebraickych rovnic pro oba typy tloh dosadim do slabé formulace za
konecné prvkové funkce rychlosti a tlaku linerni kombinace bazovych funkci a dostanu vyslednou
nelinearni soustavu rovnic ve tvaru

u f
P 0

kde u je vektor neznamych rychlosti, p je vektor nezamych tlaki, A je matice difuze, N je matice
advekce, B je matice od rovnice kontinuity a f je diskretni vektor intenzity objemovych sil. Matice
A, N a B sestavime takto (viz Elman, Silvester a Wathen [2])

vA(u)+ N BT
B 0

A= [aij], a;; = fQ \V4 9—57, Vv S—gj, (10)
N = [nij]7 n;; = fg(?_zh -V 3,) zz‘; (11>
B = [by], bij = — [ iV ¥;, (12)

kde 9_0)1 je bazova funkce rychlosti a 1; je bazova funkce tlaku.



Soustava (9) je diky matici A nelinearni a pro jeji linerizaci vyuzivam Picardovu iteraci, ktera

vede na systém rovnic ve tvaru
k+1
u f
k+1 ] - [ ] J (13)
p 0

kde A(u”) znamen4, Ze linearizuji matici A pomoci feseni v piedchozim kroku. Tuto, jiZ linedrni
soustavu, fesim ve 2D pfimou metodou (pomoci LU rozkladu pro #idké matice), zatimco ve 3D
vzhledem k velikosti tlohy vyuziji itera¢ni metodu déleni oblasti BDDC.

vA(u*)+N BT
B 0

4 Rozklad oblasti a predpodminova¢ BDDC

Pro vypocet 3D tlohy vyuzijeme rozkladu oblasti na nékolik podoblasti. Pouzijeme rozklad bez
prekryvu jednotlivych podoblasti a v systému rovnic (13) si pfecislujeme slozky neznamych vektort
u a p tak, ze slozky odpovidajici uzlim na rozhrani ocisluji jako posledni. To vede na nasledujici
systém rovnic

VA1 + Ny VA + Ny BlTl Bng u; f

vAy + Ny vAgy + Ny B, Bl uy | f5 (14)
B By 0 0 Y4 0|’

By, By 0 0 D2 0

kde index 1 znaci cast tykajici se vnittku oblati a index 2 ¢ast odpovidajici uzliim na rozhrani,
precemz kazda matice odpovidajici prvkim matice z levé strany této rovnice je sestavena z blokl
odpovidajicich jednolivym podoblastem. Pro pouziti predpodminvace BDDC prevedu tento sys-
tém na Feseni na rozhrani a na fesen{ uvnit¥ podoblasti (viz Sistek a kol. [6]).

Nejprve si piepiSeme systém (14) do nésledujictho tvaru

vAj; + Ny BlT1 vAqs + Ny Bng u; f;
Bn 0 Bio 0 b1 . 0
VA + Ny Bi, vAs + Ny B, w | ||
Bay 0 By 0 D2 0

a po roznasobeni po blocich pro vnitini neznamé a pro neznamé na rozhrani dostavame

| VAll + N11 Bﬂ u; i [ VA12 + N12 Bgl Us . f1

| Bu O || P | | B 0 || P | _0_7
[ I/Agl —|— N21 B{Q 11 u; ] 1 [ VA22 + N22 B%; 11 Uy | o [ f2 |
_le 0 L P _B22 0 1L P2 ] _0_

Z prvni rovnice si poté vyjadiime vektor



—1
wo| vA; + Ny B f1 | | vAu+Ny B, vAi2 + N2 B up (15)
D1 By 0 0 By 0 B2 0 p2 |’
ktery dosadime do druhé rovnice a dostaneme systém
T r 171
VAo +Nay By, vAi1 + N By ]
Boy 0 By 0 0
—1
| vA21+ Ny Bi, vAj1 + Ny Bf) vAi; +Ni; B3 u vAg + Ny Bi, uz |
By 0 By 0 B2 0 D2 Baa 0 D2

Ten odpovida rovnici

S[u2]:g, (16)

kde

l/AQl + N21 Bg
By 0

l/A11 + N11 B:ﬂ
By 0

i)

je redukované prava strana a

-1

I/AQQ + N22 Bg;
By 0

VA21 + N21 Bg
By 0

VA11 + N11 Bﬂ
By 0

VA12 + N12 B2T1
By 0

S:

je tzv. Schurtiv doplnék. Ulohu (16) fesime iteraéné pomoci metody BiCGstab a jako predpodmi-
niova¢ uzivame jeden krok metody BDDC. Po vyfeSeni systému (16) dosadime FeSeni na rozhrani
do systému (15) a ziskdme FeSeni uvniti podoblasti. Diky rozdéleni na podoblasti 1ze akci pred-
podminovace BDDC stejné jako nasobeni matici S v kazdém kroku iteracni metody paralelizovat
a tim urychlit vypocetni cas.

5 Numerické vysledky

Prvnim krokem pfi numerické simulaci pro oba typy tloh je vytvoreni sité konecnych prvki.
K tomu vyuziji volné dostupny program GMSH [7]. Déle je nutno stanovit okrajové podminky pro
nasi ulohu a tyto vstupni data zadat do vypoctového programu. Pro vypocet vyuziji kolekci sablon
C++ pro metodu kone¢énych prvk v mechanice tekutin, kterd mi byla poskytnuta, a kterou
jsem pro 2D pripad rozsitil o implementaci rotacné symetrické ulohy. Vsechny vysledky budou
zpracovany ve formé 3D nebo 2D grafi proudnic a 3D grafii priubéhu tlaku a rychlosti.



5.1 2D tloha

Timto typem tulohy jsem se zabyval v mé bakalarské praci a zde prezentuji jen nékteré jeji
vysledky (vice viz Hanek [4]). Uloha odpovida vedeni v klidu a jeji vysledky jsem mél moznost
oveérit experimentem.

5.1.1 Okrajové podminky

Vzhledem k rotac¢ni symetrii tlohy vypada oblast {2 nasledovné:
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Obrazek 3: Oblast €2 a jeji hranice

s nasledujicimi okrajovymi podminkami

e na [y piedepisuji vstupni parabolicky rychlostni profil pro u, a u, =0
e na [y predepisuji tzv. "no-slip” podminku, t.j. v, = u, =0

e na [', predepisuji vzhledem k symetrii u, =0

e na ['\ysup piedepisuji tzv. ”do-nothing” podminku

5.1.2 Eperimentalni data

Pro moznost kontroly numerické simulace bylo provedeno experimentalni méteni, jehoz schéma
je na Obrazku 4. Parametry, které pouzivame pii testovacim vypoctu jsou tyto:

e () - je prutok v celém systému z néhoz ziskame stfedni vtokovou rychlost tekutiny wvg;
e T - je teplota tekutiny diky niz ur¢ime hodnotu dynamické viskozity u
e I - je vyska skrtici mezery

e py - je vstupni tlak
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Obréazek 4: Schéma méreni

Namérené a odvozené hodnoty pouzité v testovacim vypoctu jsou v Tabulce 1.

Q [Y/min] | T[°C] | h[m] | pp[Pa] | v [m/s] | p [Ns/m?|
0,576 | 28,34 | 7,74.107° | 1800236 | 0,3497 | 0,0669

Tabulka 1: Hodnoty pro porovnani s vypoctem

5.1.3 Testovaci vypocdet

Vysledky testovaciho vypoctu jsou na Obrazcich 5-6. Na Obrazku 6 je i pro zajimavost detail
singularity tlaku v misté kde tekutina vstupuje do skrtici mezery.

velikost rychlosti (m/s)
Tlak (Pa) 628133
819060

1600000
1200000
-800000
éaooooo
100000

Obrazek 5: Pribéh tlaku (vlevo) a rychlosti (vpravo) uvniti kapsy



Obréazek 6: Proudnice (vlevo) a singularita (vpravo)

Kontrolni hodnotou testovaciho vypoc¢tu je vstupni tlak. Ten se od naméfeného lisi asi o 1%. D4
se tedy predpokladat, ze nas model dobfe simuluje proudéni uvniti hydrostatické kapsy. Vypocet
se také shoduje s analytickym FeSenim, které je uvedeno v Holkup a kol. [3].

Ve své bakalarské praci jsem se také zabyval vlivem zmény nékterych vstupnich parametrii.
Konkrétné zménou viskozity, a tedy Reynoldsova ¢isla, a zménou vysky skrtici mezery. Zde uvedu
jen vliv zmény Reynoldsova ¢isla.

5.1.4 Vliv zmény Reynoldsova ¢isla

Parametr, ktery jsem v téchto vypoc¢tech ménil, je dynamické viskozita . Jeji hodnota se vyrazné
méni v zavistlosti na teploté (vice viz Holkup a kol. [3]). To je spojené se zménou Reynoldsova
¢isla, které je definovano jako bezrozmeérné cislo R = %, kde L oznacuje charakteristickou délku,
U oznacuje charakteristickou rychlost a v = % je kinematické viskozita. Pro danou tlohu uzivam
jako L primeér na vstupu do kapsy a U rovnou stfedni vtokové rychlosti. V Tabulce 2 jsou uvedeny
hodnoty teplot a jim odpovidajici hodnoty dynamické viskozity a Reynoldsova ¢isla.

T [°C] 10 | 20 | 2834 | 40 50
u [Ns/m?] | 0,179 | 0,101 | 0,0669 | 0,0403 | 0,0276
Re -] 5 9 14 23 33

Tabulka 2: Zavislost dynamické viskozity a Reynoldsova ¢isla na teploté

Vypocty byly provedeny se stejnymi vstupnimi parametry jako v testovacim vypoctu, kromeé
hodnoty dynamické viskozity, kterou jsem ménil podle predchozi tabulky. Zde uvadim vysledky
pouze pro hodnoty odpovidajici 10°C a 50°C. Kompletni vysledky jsou uvedeny v Hanek [4].
Vystupem jsou grafy priubéhu tlaku a proudnic na Obrazcich 7-8.
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Obrazek 7: Pritbéh tlaku (vlevo) a proudnice (vpravo) uvnitf kapsy, u = 0,179 [Ns/m?], R =5
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Obrazek 8: Pritbéh tlaku (vlevo) a proudnice (vpravo) uvnit¥ kapsy, u = 0,0276 [Ns/m?], R = 33

7 grafii je vidét, Ze pii snizovani hodnoty dynamické viskozity, tedy pti zvySovani Reynoldsova
¢isla, nastava mensi tlakovy spad a zaroven se vytvari vétsi vir pod horni stranou kapsy.

5.2 3D tloha

3D tloha umoznuje simulovat proudéni i za pohybu loziska a tedy s nenulovou rychlosti dolni
stény oblasti feseni. Prvotnim cilem 3D vypoctia je ale provést vypocet odpovidajici parametriim
z testovaciho vypoctu 2D tlohy, a uz to ssebou nese problémy s konvergenci tulohy. Ty budou
ziejmé zpusobeny hodnotou vysky skrtici mezery a tedy Spatnou podminénosti nékterych konec-
nych prvkd, coz je pomér nejdelsi ku nejkratsi hrané prvku. Dal$imi problémy konvergence mize
byt i realna hodnota viskozity a piipadny pohyb dolni stény.

Vzhledem k témto problémiim s konvergenci nejsem zatim schopen spocitat tlohu s redlnymi

parametry a ve svych vypoctech jsem se k nim zatim snazil co nejvice priblizit. Zde pro zajimavost
uvedu vysledky s parametry blizicimi se iloze s pohybem dolni stény.
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Oblast feseni je na Obrazku 9.
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Obrazek 9: Okrajové podminky 3D ulohy
Pouziji nasledujici okrajovymi podminkami:
e na I'\,, piedepisuji vstupni paraboloidovy rychlostni profil pro u, a u, = u, =0
e na [y predepisuji tzv. "no-slip” podminku, t.j. u =0
e na [isnadomi predepisuji rychlost posuvu loziska ve sméru osy x t.j. %; = Udolni stena
e na ['yysup piedepisuji tzv. ”do-nothing” podminku

Vysledné feSeni je potom na Obrazcich 10-11 s parametry uvedenymi v Tabulce 3.

Usty [m/ S] h [m] 1% [NS/ m2] Vdolni sténa [m/ S]
0, 3497 0,001 0,809 1

Tabulka 3: Hodnoty parametrti pro testovaci vypocet

Obrézek 10: Proudové trubice se zabarvenim podle velikosti rychlosti (zadni pohled)
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Obrazek 11: Proudové trubice se zabarvenim podle velikosti rychlosti (pfedni pohled)

6 Zavér

V préci jsem se zabyval modelovanim proudéni v rotacné symetrické hydrostatické buiice pomoci
Navierovych-Stokesovych rovnic. To vede na dva typy tloh - 2D tlohu, ktera odpovida vedeni za
klidu a jiz jsem se zabyval ve své bakalaiské praci, a 3D tulohu, kterda umoznuje simulaci i za
pohybu loziska ve vedeni. Z vysledki pro 2D tlohu je vidét, ze jsou pro testovaci vypocet v dobré
shodé s experimentem a tak davaji dobrou predstavu o proudéni uvnitf hydrostatické kapsy za
klidu vedeni. Déle je vidét z analyzy vlivu zmény Reynoldsova ¢isla, ze velky vliv na vznik virtt ma
dynamicka viskozita, ktera se vyrazné méni s teplotou tekutiny. Z presentovanych vysledkt pro
3D tlohu je vidét, Ze zatim nejsem schopen provést vypocty pro realné parametry jako v pripadé
2D dlohy, ale pro ulohu s pohybem loziska ve vedeni dostavame alespon pribliznou predstavu o
charakteru proudéni.
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