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Wetting)
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Abstrakt

Studie se zabyva numerickym resenim proudeni tekutiny ve 2D mikrooblasti, ktera vznika pri
castecnem smaceni povrchu tekutinou. Tato oblast ma tvar zahnutého klinu, na jehoz konci se
nachdzi rozhrani tii fizi (tzv. , gas-liquid-solid contact line*). Uloha je FeSena metodou
konecnych prvku v programu Matlab. Pro zadané okrajové podminky je zobrazeno vysledné
pole rychlosti a tlaku.

Klicova slova

metoda konecnych prvkii, Stokesovo proudeéni, rozhrani ti fazi, contact line, smaceni povrchu
tekutinou

1. Uvod a rozbor tilohy

V tomto ¢lanku je ukazano feSeni proudéni v mikrooblasti tvaru klinu metodou kone¢nych
prvkl. 'V [1] je prezentovan vyzkum vyparovani tekutiny nachdzejici se na substratu do
atmosféry. Vypafovani je v tomto piipadé vyvolano zahiivanim substratu nad saturaéni
teplotu (Obr. 1 vlevo). Tento jev lze sledovat naptiklad pti vypafovani kapek smacejicich
povrch topného télesa. Pfi dobrém sméceni povrchu tekutinou (pro maly thel 9) vznika
mikrooblast tvaru klinu na jejimZ okraji se nachazi tzv. “vapor-liquid-solid contact line”. Tato
oblast vznikd také napt. pfi smaceni stény kapilary (Obr. I vpravo). V obou piipadech nas
zajim4 tvar a zakfiveni hranice mezi kaplinou a plynem. Na Obr. 2 je zobrazen feSeny
mikroregion. Zakiiveni ve sméru paralelnim s rozhranim plyn-tekutina je zanedbano a uloha
je tak definovana jako dvourozmérna.
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Obr. 1. Vievo: llustrace vyparovani tekutiny pri smdceni povrchu tekutinou
Vpravo: Smdceni stény kapilary tekutinou
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Cilem této prace je ptiprava CFD modelu, ktery by mohl byt pouZit pii feSeni vySe zminéného
problému.
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Obr. 2. Mikrooblast v okoli ,, contact line*

Vypocetni oblast zobrazena na Obr. 2 je definovana zékladnimi rozméry L, H a Gthly 9; a 3.
Uhly 9 definuji tvar rozhrani mezi body B a C. Délka oblasti je 10° m. Proudéni bude
definovano jako nestlacitelné, s uvazovanim viskozity a bez uvazovani setrvaénych uc¢inkt
(Stokesovo proudeni). Prvnim krokem feSeni je diskretizace vypoctové oblasti na konecné
prvky (elementy).

2. Stokesovo proudéni a aplikace Galerkinovy metody

Rovnice popisujici proudéni tekutiny jsou rovnice kontinuity, rovnice bilance hybnosti a
rovnice zachovani energie. Dopliiujicimi rovnicemi pak jsou stavova rovnice a rovnice
definujici tepelny tok. Uvazujeme-li veli¢iny vyjadtujici vlastnosti tekutiny jako konstantni,
lze teSit energetickou rovnici nezdvisle na rovnicich kontinuity a bilance hybnosti. Dale,
uvazujeme-li proudéni pro do znaéné¢ miry mald Re, mize byt v rovnici bilance hybnosti
zanedban ¢len zahrnujici setrvaéné ucinky. Ziskame tak Stokesovo rovmice popisujici plizivé
proudéni
~VPyiop + HVu=0 (1)
V-au=0 (2)
Zde pyop =P —pq-X Je tzv. modifikovany tlak zahrnujici vliv gravitace. Rozd¢lme nyni

oblast proudéni D ohrani¢enou kiivkou (sadou kiivek) C na konecné prvky tvotici vypocetni
sit’. Pole tlaku a rychlosti jsou aproximovéana dvéma riznymi sadami tvarovych funkci

N N
u=2ug a p=2p4 Q)
j=1 J=1

u; jsou odpovidajici uzlové hodnoty rychlosti a p; odpovidajici hodnoty tlaku v uzlech. Pro
odvozeni kone¢n¢ prvkovych rovnic je pouzita standardni Galerkinova metoda (ang. Galerkin
projection). Rovnici bilance hybnosti promitneme na tvarové funkce pro rychlost

[[ ¢ (~Vp+uviu)dedy =0, pro i=1, 2, ..., Ng. (4)
Déle promitneme rovnici kontinuity na tvarové funkce pro tlak
[[ #7(V-u)dedy=0,proi=1, 2, ..., Nf. (5)

Laplaceho operator v (4) pifevedeme dle pravidla pro derivaci soucinu na vyraz obsahujici
pouze prvni derivace, a ten dale upravime pomoci Gaussovo-Ostrogradského véty.
Vysledkem je

[[ ¢ (V*u)dxdy =—¢_g'n-Vudi-[[ V' -Vu dxdy (6)
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Podobné upravime ¢len s tlakem a ziskame

[[ ¢ Vpdxdy = _Sﬁc ¢ pndi — [[ V!'p dxdy (7)
Aplikaci operatoru nabla na (3) ziskame
N
Vu=3(Ve ), ®)
j=1

Substituci vyrazai (6), (7) a (8) do (4) ziskame

N? NG
>0 domdl—pd uw,$ gm-Vgrd+..
j=1 j=1

)
NE N
A2 p ] (Ve )grdedy— Y u, f[ Ve -Vdedy =0
J= J=1
Obdobné& upravime rovnici kontinuity do vysledného tvaru
N
>ou, [ ¢rveidedy=0 (10)
J=
Rovnice (9) a (10) Ize zapsat v kompaktnim tvaru jako
NE N¢ NE N¢
2.Qup;— ) Ry, +3 Dyp,—u) Dju, =0 (11)
J= J=1 J=1 J=
N
ZDi/'“./ =0 (12)
=

Tyto rovnice Ize zapsat jako linearni systém a fesit pro zadané okrajové podminky numericky.

3. 6-ti uzlovy trojuhelnikovy element a integral nad elementem

Vypoctova sit’ bude tvotfena Sestiuzlovymi trojuhelnikovymi elementy. Obecny trojihelnik
tvofeny body x; az x¢ ve skuteCné roviné xy je mapovan na rovnoramenny trojuhelnik v
parametrické roving ¢y (viz. Obr. 3).
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Obr. 3. Mapovani trojuhelinového elementu z roviny xy do roviny &n

Mapovani z roviny xy do roviny &z je zprosttedkovano funkci
6
x= x/y,(&.1) (13)
i=1

Na bazové funkce wi(<, i) je kladen poZadavek, aby w; = 1 na i-tém uzlu elementu a y; = 0 na
ostatnich péti uzlech, tj.

v (Em,)=6,, i.j=1,2 ...6 (14)
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v, (&n)=a +bS+en+d & +eln+ fn’ (15)
Koeficienty a; — f; 1ze ziskat z podminek (<}, #,) = (0, 0), (&, 172) = (1, 0), ..., (&, n6) = (0, ).
Integral néjaké funkce f(x, y) nad trojuhelnikem v roviné xy lze poté spocitat jednoduSe v

parametrické roviné &z jako

[[ 7 (x.y)dxdy = [[ 1 (&.n)hdédn (16)
kde koeficient
hy =det(J) (17)
Jakobian z roviny xy do parametrické roviny &z je
Ox  Ox
y=| % (18)
&y oy
oc on

4. Vypoctova oblast a sit’

Obr. 4. Tvar hranice ,,gas-liquid **

Tvar oblasti je definovan body Py, P; a P, Bézierovy
kvadratické kiivky. Tu jsem zvolil jako pocatecni
aproximaci predpokladaného tvaru hranice. Body P; a
P, definuji délku L a vySku H oblasti. Soufadnicemi
bodu Py pak lze urcit zaobleni hranice ,,gas-liquid* a
tak 1 velikost thld 9; a 9, (Obr. 3). Parametricka
rovnice kvadratické Bézierovy kiivky je

C(t):i(?]ti(l—t)z_iPi (19)

i=0
Déle byla na pfimkovych hranicich oblasti ptfidana
moznost definovat pomér délky prvniho a posledniho
intervalu mezi hrani¢nimi body (ratio = AX;s/AXpas),

Ize tak upravit d&leni hranice hrani¢nimi body. Délku oblasti jsem zvolil jako L = 10° m a
vysku jako H=L/2. Priklad sit¢ s256 elementy je zobrazen na Obr. 5. V 6. Kapitole
zabyvajici se samotnym vypoctem je porovnano feSeni na rizn¢ jemnych sitich.

5. Okrajové podminky

Na vstupni hranici I'; bude definovana vstupni
hodnota rychlosti u; analytickou funkci. Na hranici
I's ,mezi body A a C, bude nastavena nulova tecna
a normalova slozka rychlosti (u; = 0, u, = 0). Tato
podminka odpovida neprostupné sténé. Na
zakiivené hranici I'; , mezi body B a C, je
definovana volna hranice. Jako tekutinu jsem zvolil

C — A
M HP’I ur *

Obr. 6. Okrajové podminky

vodu pii 25 °C. Jeji vlastnosti pfi této teploté jsou
uvedeny v Tabulce 1. Pro zvolenou hodnotu
Re=0,01 a Lgar=L jsem ur¢il odpovidajici
rychlost proudéni v oblasti u (viz. (20)).
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Obr. 5. Vypocetni sit's 256 prvky (ratio = 2, 9; = 36.9°, 9, = 77.5°)

 ~ Re-v 0,01-8,7137-107

7 0 =8,7-10° m-s”' (20)

Tabulka 1. — Viastnosti vody pri 25 °C

Viastnosti vody (25 °C)
Hustota p [kg'm™] 997,0979
Dynamicka viskozita u [kgm™s™] 8.6840-10™
Kinematicka viskozita v [m’'s"] 8.7137-107

Analytickou funkci na vstupu I'; bude parabola definujici velikost rychlosti # v zavislosti na
soufadnici y, tj. u = f{y)). Maximalni hodnota je umx = AH/2) =-0,09 m's™. Pro y=0ay=H je
u=0ms".

6. Vypocet
Tvar mikrooblast je definovan nastavenim parametrti 9; = 36.9°, $, = 77.5° a ratio = 2. Po
zadani vySe zminénych okrajovych podminek byl spustén samotny vypocet, jehoz vysledkem
je pole tlakti a pole vektori rychlosti v uzlech sité. Vypocet jsem pro porovnani provedl na
nekolika sitich s riznym poctem elementl. V Tabulce 2 je uveden pocet elementli a uzla
pouzitych siti, a rozmér matice A feSen¢ho linedrniho systému rovnic, obecné zapsaného jako
A-X = B. Na obrazcich 7, 8§ a 9 jsou zobrazena pole vektorl rychlosti pro tfi feSené sit¢.Na
obrazcich 70, 11 a 12 jsou pak zobrazena pole tlaku. Na obrédzcich /3, /14 a 15 je zobrazeno
rozlozeni odchylek poli tlaku mezi feSenimi na rliznych sitich. Na obrazcich 76, 17 a 18 jsou
pak zobrazeny odchylky poli velikosti rychlosti. Barevnd $kdla je upravena pro rozsah

(fmax afmin) => (0, 1)

Tabulka 2. — Pouzite sité

Sit' | Pocet elementii Pocet uzli Rozmér matice A
1 64 153 369 x 369
2 256 561 1377 x 1377
3 1024 2145 5313x5313
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Obr. 7. Pole vektoriu rychlosti, sit' 1, 64 prvkii, uns= 0.00897 ms”
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Obr. 8. Pole vektoru rychlosti, sit' 2, 256 prvkit, umx= 0.00899 ms”
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Yelocity vector field
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Obr. 9. Pole vektori rychlosti, sit’ 3, 1024 prvkii, uyn= 0.00899 m-s”
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Obr. 10. Pole tlaku, sit 1, 64 prvkii, pmax = 53.602 Pa, pmin = -1.846 Pa
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Obr. 11. Pole tlaku, sit 2, 256 prvkil, pyp.x = 64.574 Pa, puin = -18.888 Pa
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Obr. 12. Pole tlaku, sit 3, 1024 prvkil, pmax = 70.461 Pa, pyin = -30.945 Pa
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Obr. 13. Odchylka poli tlaku resenych na sitich 2 a 1, Apmax = 7.351 Pa
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Obr. 14. Odchylka poli tlaku resenych na sitich 3 a 1, Apmax = 29.099 Pa
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Fressure error - mesh 3 vs. mesh &
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Obr. 15. Odchylka poli tlaku resenych na sitich 3 a 2, Apmax = 12.057 Pa
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Obr. 15. Odchylka poli velikosti rychlosti Fesenych na sitich 2 a 1, Auye =6.545 <107 ms”
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Obr. 15. Odchylka velikosti rychlosti Fesenych na sitich 3 a 1, , Aty =6.478 <107 ms”
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Obr. 15. Odchylka velikosti rychlosti Fesenych na sitich 3 a 2, , Atimay =2,343 -107™ ms”
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7. Zavér.

Tento ¢lanek se zabyval primarné piipravou FEM (finite element method) modelu proudéni
v mikrooblasti vznikajici pifi smaceni povrchu tekutinou. Do tohoto modelu byly
implementovany pozadované okrajové podminky a proveden vypocet, jehoz vysledkem bylo
pole tlaku a pole rychlosti proudéni. Vytvoieny model bude déle pouzit pro ulohu, jejimz
cilem bude stanoveni tvaru zaoblené hranice mezi plynem a tekutinou (zde oznacované jako
I',). Ciselnym vysledkem takové tlohy, porovnatelnym s experimentem, pak bude uhel 9.
V [2] je pro tuto ulohu definovéna diferencialni rovnice, ktera je nasledné feSena iteracné.
NaSim cilem bude feSit takto definovany problém za ucasti tzv. “Proper Orthogonal
Decomposition — Radial Basis Function network” (POD-RBF network).

Pouzité symboly

9 [°, rad] kontaktni thel

91, % [°, rad] uhly definujici tvar oblasti

H [m] vyska oblasti

L [m] dé¢lka oblasti

PMob [Pa] modifikovany tlak

p [Pa] tlak

u [mes™ rychlost proudéni

v [m*s™] kinematickd viskozita

7 [kgm™s']  dynamicka viskozita

p [kg'm™] hustota

NG [1] pocet globalnich uzl pro rychlost

NG’ [1] pocet globalnich uzli pro tlak

u; [ms] rychlosti v j-tém uzlu sité

Di [Pa] tlak v j-tém uzlu sité

& [-] Jj-ta tvarova funkce pro rychlost

oF [-] Jj-ta tvarova funkce pro tlak

Jjj [-] Kronekerovo delta

J [-] Jakobian z roviny xy do roviny &y

t [-] parametr Bézierovy kiivky

C(v) [m] Bézierova kiivka

P; [m] i-ty bod Bézierovy kiivky

I [-] vstupni hranice vypoctoveé oblasti

I [-] vystupni hranice vypoctové oblasti

Is [-] neprostupna hranice vypoctoveé oblasti

ratio [-] pomér velikosti prvniho a posledniho intervalu mezi okrajovymi
body na hranici I's

Re [-] Reynoldsovo ¢islo

b [-] i-td tvarova funkce aproximujici néjakou veli¢inu nad konecné-

prvkovym elementem
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